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Concursul National de Matematica Aplicata ,,Adolf Haimovici”
Etapa judeteana
08 martie 2025
Clasa a X1l —a — Sectiunea H2 - Profil real, specializarea stiinte ale naturii
Barem de notare si evaluare
Subiectul 1
: . . k2 (x+y)
Fie G, = (—k, k), k > 0 si operatiax xy = g Vx,y € Gy.
a) Sa se demonstreze ca Gy, este parte stabila a lui R in raport cu operatia ,*”.
b) Demonstrati ca legea ,*” este asociativa.
) Stiind ca (Gy,*) este grup abelian, sa se demonstreze ca functia f: G, = (0, +0),
fx)= ;—i este un izomorfism intre grupurile (G1,*) si ((0,+0),-).

d) Determinati numarul natural n pentru care avem, in grupul abelian (Gy,*) ecuatia:

1 1 1 1 506
— sk — k — X%, , % = X
7 17 31 2n2—-1 1519

Solutie
aVx,y € (k, k) = |x| <k, |y| <k =|xy| <k?=xy € (k% k?) = k? + xy > O.ccocevrrrreonn. 1p
Demonstreazi ci —k(k? + xy) < k?(x + y) < k(k? + xy),Vx,y € (=k, k) =
2

-k < %:? <k, Vx,y € (—k, k)= x*y € (—k, k), prin urmare Gy, este parte stabild a lui R in
FAPOIT CU LEOBA ;57 ettt sttt e st e e e s b e e s be e st e e seesbe e beeseesbeesteensesteeeeennesres 1p
D) Demonstreaza aSOCIAtIVITALEA. .........cveeveerieereeieette et ete ettt ste ettt ettt esaeeaeeasesaeebeessesseesseenseens 1p
C) Demonstreaza f MOMTISIM.......c.oiiiiiiiiei e bbbttt sb b eneas 1p

Demonstreaza f DIJECHIVA.......ceiiiiiiieiiietie ettt ettt et ettt et eesbeesate et esabe e beesateebeesnseennreas 1p

11 1 L - L
d)Numerele reale = sunt elemente ale multimii G; si din punctul ¢) stim ca

7°17’31"" " 2n2—1
f:Gy = (0,400),f(x) = ;—z este un izomorfism intre grupurile (G, *) si ((0,+»),).

Se demostreaza folosind metoda inductiei matematice ca

. 1 1 1
Notam N = =% — % — %, % .
7 17 31 2n2-1

flag *xx, x..xxy) = f(x1) - f(xz) . f(xp), VR EN, N> 25siVx; € Gy, i € {1,2,...,n}

W =fG)F(H) - Gam) =5 T = f () = 5ns

f=inj ni1 0 1013
z —_—

o = 0% T 202D ettt e et ee et eease e e e e e e e A e e s eeeaneeeaneeeaeeeeeaseasaneananeeeneeeaserenene neennrens 2p
Subiectul 2:
Fiel, = [‘2—d N
€1, = 0 ¥211 X,ne .

a) Calculati 11, I,.
by Aratatical; + I3 + Is+...+15925 este numar irational.
¢) Comparati I, si Ly, si calculati [2000 - I5y], unde [a] reprezinta partea intreaga a

numarului real a.
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Solutie:

1 1 1 1
a) I, = fo —dx = arctgx|} = %; I, = fo —dx = Eln(x2 + D] = SIn2o 2p

1 x

b) [+ +Is+-+1 fl L +j1x2+x4d N +f1x2022+x2024d
= x X+ e XY g
) 1 3 5 2025 o x2+1 . x2+1 i x2+1

1 1 1
s
I+ I3+ Is+... +15055 = Z+f x%dx +f x6dx+...+f x2022(x
0 0 0
T 1 1 1
11+I3+15++12025:Z+§+;++EER\Q ..................................................... 2p
xn1 n+i1 Lo x| A . .. . .
C) 2 VX E [0,1], functiile —; §1 —57 sunt continue si integrabile pe intervalul [0; 1] =
1xn—1 1xn+1
Jy Sdx > N S XD Iy 2 Dngii 1p
_lxMTlpntl T _1_ .1 1
In+1n+2—fOde—fox dx_n=>2nSIn_2(n—2) ...................................... 1p
1 1 2000
n=50>—<1I,,<—=>20<2000:I50 <—<21=[2000-I50] =20.....ccuuervrn...... 1p
100 96 96
Subiectul 3:

Fief, i RoR fp)=@x+1) - (x+2)-....(x+2n),neEN"sid, = folfn (x)dx.
a) Calculati A4 .

b) Calcula;i fle % ln(x) dx 51 flz f1(x)

(x+1)(x2+4x) '
2n+1
0 Aratarica: 2n+1)- A, < (B2), ¥ne N
Solutie:
A = [ f)dx = [F(x+1 2)dx = [*( +3x + 2)dx = (S + 2 + 2x) |} =
a) Ay = [, i()dx = [ (x + D) (x + 2)dx = [/ (x* +3x +2) x—(?+7+ X)lo_
S 2 2 S DR s 1p
e f1(x) _ e _x? e(x _e%+9
b) [{ 2 in()dx = [ (x +2) In(x)dx = G-+ 20) In() [§ = [ (5 +2) dx = S0 1p
2 fi(x) 2 x+2 _1 2 2 _ 1, 12
/i R dx = [[ —dx = ZIn(x? +42) [T = SI7 1p
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C) Aplicam inegalitatea mediilor, intre media geometrica si media aritmetica, pentru douda numere

.- b bZ
reale p02|t|vea¢b:>\/a-b<%(:>ab< (%)

2
r(x+ D-(x+2n)< (fo—nﬂ)

2x+2n+1)2

@+2)- (x+2n-1) < (22

Avem < , de unde obtinem

2
(G +m) - (e +n+1) < (B2

(4 D) - (1 +2) e (x +2m) < ()

Integrand cele doud functii continue pe intervalul [0,1] si aplicand proprietatea de monotonie a

integralei definite obtinem:

1 1 1 1 2n
An:f fn(x)dx:j- (x+1)-(x+2)-...-(x+2n)dx<f (x+n+§> dx =
0 0 0
(1+n+1)n—(n+3)2n+1 (2n+3)2n+1 2n+3)2"+1 .
TR L5 (4 DA < (B2) ¥ E N 2p
Subiectul 4

Maria scrie pe tabla numerele 1, 2, 3, ..., 2025. La fiecare pas, ea alege doud numere oarecare X §i

. . . oA . 1 L A
Y din sirul scris pe tabla si le inlocuieste cu x * y = +——, continudnd procedeul pana cand pe
Tyt
tabla ramane un singur numar scris.

a) Daca Maria sterge la primul pas numerele 2 si 3, aflati ce numar scrie in locul lor.
b) Aratati ca daca Maria sterge de pe tabla numerele a si b si scrie in locul lor numarul c, atunci

. 1 1 1
are loc egalitatea: -+ 1= (5 + 1) (Z + 1).
C) Daca la un anumit moment, numerele existente pe tabla sunt x1,X,....X, CUn € N,
ST : 1 1 1 . L. e
n < 2025 ,aratati ca expresia E = (x— + 1) . (x— + 1) e (— + 1)este invarianta(nu se modifica
1 2

Xn
atunci cand stergem, de exemplu numerele x1,x, si scriem in locul acestora numarul x; * x, ).

d) Aflati numarul ramas pe tabla dupa 2024 de pasi.

Solutie:

Q) CalCUlEaZzA 253 =L ... ittt e e re e 1p
1 1_ 1 1,1 _1 1(1 1

b)c-a*b—%: E+Z+_b:_+1 ;(Z+1)+(Z+1)

e I o 1p
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1 1 1 . .
c) E= (x—1+1)-(x—2+1)-...-(z+1), unde x;,x,,...,x, sunt numerele scrise la un anumit

moment pe tabla. Fard a restrange generalitatea, inlocuim x4 si x, CuU

1 -
Xy ¥ Xy =T 1 1 =Ppe tabla sunt numerele x4 * x3,x3,....X, =

X1 X2 X1X2

E'=(= +1)-(i+1)-...-(i+1)=)(xl+1)-(xl+1)-...-(xi+1):E=>Eeste

] ) X1*X2 X3 Xn 1 2 n

INVAITANTA. ...ttt n et e R e e R e e e e e Rt e Re e e R et e r e e R et e r e e s nn e e r e e e n e e e s 2p
.. 1 1 1 1 2 3 4 2025 2026

d) In1‘;1a1E = (I+ 1) . (E+ 1) (ﬁ-'_ 1) . (ﬁ-l_ 1) —Izgmﬁ— 2026 ..... 2p

Dacad u este ultimul numar ramas pe tabla atunci % +1=2026=> % =20252u=—......... 1p



