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Concursul National de Matematica Aplicata ,,Adolf Haimovici”
Etapa judeteana
08 martie 2025
Clasa a XI —a — Sectiunea H2 - Profil real, specializarea stiinte ale naturii
Barem de notare si evaluare

Subiectul 1
Doud functii f, g: R - R, se numesc prietene daca exista si este finita limita, lim (f (x) + g(x)).
X—00

a) Aratati cd functiile f, g: R = R, f(x) = Y8x3 — 3x2 5i g(x) = —2x sunt prietene.

b) Determinati numerele reale a,b cu a > 0 astfel incat functiile f, g: R - R, f(x) = Vax? + x + 4 5i g(x) = =2x + b sd
fie prietene.

¢) Dati un exemplu de trei functii f, g, h: R = R astfel incdt functiile f si h respectiv g si h sa fie prietene, dar f si g sd nu fie
prietene.

Solutie:
. 3 2.7 _ —3x2 )
a) llm (f(x) +g(x)) = llm (\/8x 3x Zx) ;1_{2) (?;/(Sx3_3x2)2+2x3\/8x3_3x2+4x2 .................................. 1p
)}im fx)+gx) = —i 2 [, 0 7 PHIELENE <. 1p
— -2<0

b) lim (Vax? +x+4—2x+b) = lim x ’a+ +——2+ = o0 - —-2)= ©Va-2<0 1

)x—>oo( ) X—00 ( > (\/_ ) {00,\/5—2>0 P
Cum limita este finitd, atUNCI V& — 2 = 0 = @ = 4 oottt 1p

7 x+4 _ l _ e

lim (V4x* +x + 4 - 2x +b) _;%(ﬁm+2x+b) = + b = finita
T L (I A X < | TR 1p
c) Putem considera £ (x) = 8x3 —3x2, g(x) = V4x2 + x + 4 si h(x) = —2x

lim (f (x) + h(x)) = =5, lim (g(x) + ~(x)) = = , T (F () + G(X)) = 00 wovrrrreriivveersssssssesenesssssisssenes 2p
X—>00 4 x>0 4 x>0

Subiectul 2

Consideram functia f:R - R, f(x) = { [ ] »x<0

, unde [ ] este partea intreagd a lul . Aratati ca:
—cosx—1, x = 0

a) llmx[ ] =1;

x—0

b) Functia f nu are proprietate a lui Darboux pe R;
¢) Ecuatia f (x) = 0,x € R are o infinitate de solutii, cel putin una pozitiv.

Solutie:
a) 1.1« H <2 ,pentruoricex e R*. Pentrux < 0 = 1<x H < 1 —x, astfel lim x H =1 1p
X X. X X x—-0 X.
x<0

1 . 1
Pentrux>0=>1—x<xHSl,astfel hmtzl. ................................................................................ -

X x—0 X

x>0

Prin urmare, hmx[ ] 0 TSRS perreeens 1p
b) }Ci_r)r(l) fx)=0, 31(1_1)1(1) f(x) = —1, deci x = 0 este punct de discontinuitate de speta Intai ...........c.coocerevrnene pereenes 1p

x<0 x>0
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Prin urmare, f nu are proprietatea lui DarDOUX ...........ccooiiiiiiiinii e perreerens 1p
c)Pentrux <0,f(x) =0= E] = % , de aici i =ne€zx =% ,MNEZ,n < 0sunt SO .oovveeeeiiiiiiiciee 1p

Pentrux = 0,f(x) =0 = e* —cos x — 1 = 0. Consideram g: [0, +o0) — R definita prin g(x) = e* — cos x —
1 pentru orice x = 0. Atunci g este continua, iar ecuatia f (x) = 0 pentru x > 0 devine g(x) = 0 pentru x > 0.
Observim ci g(0) = e®—cos0—1=1—-1-1=-1<0. Mai mult, avem g(1) = el —cos1—1. Cum
co0s1<1=1+4+cos1<1+1<e,deundeobtinemcie—cos1—1>0,adicag(l) > 0.

Prin urmare, exista x, € (0, 1) astfel incat g(x,) = 0. Astfel ecuatia f(x) =0, x > 0 are cel putin o solutie

POZITIVA ...ttt ettt ettt b ettt e bt e s st e bt o4 bt ea b e eb e £ ek s £ e R b e 42 bt eh b e 4R R £ 4R R £ eh R £ SRR e SRR e eR R e R e e AR e e eE R e eR R e eR e e eRe e e bt eReeanneenreenes 1p

Subiectul 3

O matrice X € M5 (C) se numeste interesantd dacd are suma elementelor de pe diagonala principald egald cu zero.

01 1 0 a 0
Consideram matricele S = (1 1 0) siM(a,b) = (0 0 b) ,a,b € C.
1 00 0 0 O
a) Fie A o matrice interesantd. Aratati ca existd a,b € C astfel incdt toate elementele de pe diagonala principala a matricei

A — SM(a, b)S™ sd fie egale cu zero.

b) Aratati ca orice matrice interesanta poate fi scrisa ca suma a trei matrice nilpotente. (O matrice X € M5(C) se numeste
nilpotentd daca exista n € N* astfel incdat X™ = 0y).

¢) Dati un exemplu de trei matrice X,Y,Z € M5(C) care si verifice X +Y + Z = B si X3 = Y3 = Z3, unde

2025 0 0
B=< 0 0 0 )

0 0 —2025
Solutie:
0 O 1
ast=(0 1 —1) ..................................................................................................................................... 1p
1 -1 1

a1 Q12 Qi3
az;1 Qpp ass ; al'j € (C, aiq + (5% + asz3 = 0,
azp QA3 dszz

a1 —b a;, +b a3 —b
A—SM(a,b)S_1:<a21_b azz_a‘l'b a23+a_b) ............................................................................ 1p
asq as, —a asz +a
a1 —b=0,a,,—a+b=0,a3;3+a=0,decia;; =b,a33 = —a (severificaa,, —a+b =0) .....ocrn.... 1p
a11 Q12 Q4g3
b)A = azq az; a23 , A1 + as- + a33 = O,M(a, b) = M(_a33, all) =M 1p
az1 Gz 04zs

0 X2 X3
Conforma) A —SM(a,b)S™ = x,; 0 x,3 | decialegem X = SMS™1, X3 = SM35~1 = 04
X331 X3z 0

0 x5 X3 0 0 0
Y = (o 0 x23>, Y3=0;27= <x21 0 0),23 = Ozsiatuncid = X + Y + Z; X,Y, Z nilpotente......... 1p
0 0 0 X371 X322 0
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2025 —2025 2025
¢) Folosim b) X = SM(2025,2025)S~! = (2025 0 0 )
0 2025 —2025
0 2025 -2025 0 0 0
Y=(0 0 0 )§12:<—2025 0 0>,B=X+Y+Z§iX3:Y3:Z3:O3. ................. 2p
0 0 0 0 —2025 0

Subiectul 4

Ana vrea sd planteze, in gradina sa, trei copaci. Consideram ca suprafata gradinii este raportata la reperul cartezian
x0y, unitatea de masurd, pe axele reperului, fiind egald cu Im. Un peisagist i-a sugerat sa planteze primul copac in punctul
A(3,0); al doilea copac sa- planteze pe dreapta (d) de ecuatie 4x —y — 12 = 0, la o distantd egald cu N17 m fatd de primul
copac; iar ultimul copac sd-l planteze pe parabola p de ecuatie y = x2.

Ana isi doreste ca aria suprafetei triunghiulare determinata de cei trei copaci sd fie minima.
a) Ajut-o pe Ana sa determine porzitiile celor trei copaci.

b) Scrieti ecuatia dreptei pe care sunt situati al doilea §i al treilea copac.

Solutie

A)BEdsiAB =17 = (x —3)? 4+ (4x — 12)? = 17 = B;(4,4) SAUB3(2, —4) wvvovveerereeerereeeereneerernnne, 2p
) Xa Yo 1

Aupc =E|A|’ UNAE A= [XB  FB L] oottt ettt st e et e st e b e be e be s re e e e renee e 1p

xc Yo 1

Pentru B = B;(4,4),C(x,x?),A= x?> — 4x + 12, A pc = %((x — 2)? + 8) = minimi pentru x = 2

S0 (2, 4) ttieettee et b bR E R R E R e R bR e R bR bbbt b et 2p

Pentru B = B,(2,—4),C(x,x%),A= —x? + 4x — 12, A g = %((x —2)? 4+ 8) = minimi pentru x = 2

Deci C(2,4). Prin urmare, ambele pozitii pentru punctul B pot fi alese. ........ccocvvrieiniiiiiininiiiisene e 1p

b) B = B;(4,4),C(2,4) ecuatia dreptei BC este y = 4 sau B = B,(2,—4), C(2,4) ecuatia dreptei BC este



