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Subiectul 1

O planetd acoperitd in intregime de apd descrie o rotatie completd in jurul stelei sale intr-un an de 360 de zile.
Temperatura medie a apei de pe planeta in cea de-a n-a zi a anului, exprimata in grade Celsius, este datd de formula

100 . 200-sin(n°
T(n) = T+S;—n(n), unde ne{1,2,3,...,360} .

a) In cdte zile ale unui an este planeta inghetatd, stiind cd apa ingheatd la 0°C ?
b) Care este temperatura medie maximd a apei de pe acea planeta de-a lungul unui an?

Solutie:

a) Conditia 132 + 200+n(n) < O revine lasin(n®) < —% OSSR RTR P RSPR PSP 1p
ne{210, 211, ..., 330}, deci apa este inghetatd timp de 121 de Zile ..o, 3p
b) T (n) este maxima atunci cand sin(n°) = 1. Pentru N =90 obtinem T _ = 100 + % =100°C ... 3p

Subiectul 2
a) Determinati multimea A = {n eN| Jn?+n+15 € Q} .

4
b) Rezolvafi in multimea numerelor reale inecuafia |og 8+ log, 8 < _log, x*
2 2 log,x*—4
Solutie:
a) Vn?+n+15 e Q daci si numai dacd numirul n?+n+15 este un patrat perfect .........ccoeeveeienennnns Ip
2
Observam ca n2<n2+n+15<(n+4) S E N e e 1p

. 2 2.
Rezolvind in  numere naturale ecuatiile n°+n+15= (n +1) , n“+n+15= (n + 2) S

n+n+15= (n + 3)2 , obtinem singura solutie convenabila N =14, prin urmare A= {14} .................. 1p
b) Din conditiile de existenta ale logaritmilor rezulta ca X € (0, +oo) \ {2, 4} ........................................... 1p
Inecuatia din enunt se scrie sub forma 3 3 < P 1p

+ <
log, x—1 log,x—2 log,x—-2
Cu notatia 10g, X =t , avem de rezolvat inecuatia 3 n 3 < 2t Obtinem t & (—o0,1) U (2,+),
t-1 t—-2 t-2

prinurmare x (0,2) U (4, 400) +eeereemmmmmr i e 2p
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Subiectul 3

a) Demonstrati inegalitatea l+i+l - Vx + \/7+ Jz LV XY, Z€ (0,+oo).

X v z JXyz
b) Fie a, b si C trei numere complexe nenule avind acelasi modul. Ardtati cd a+b+C=0 dacd si numai daca
ab+bc+ca=0.

Solutie:

a) Inegalitatea este echivalentd cu 1 + = + 1 > 1 L 1

X y z \|xy

2 2 2
care se rescriesuccesiv 2, 2,2, 2 2 2 |1 1} 1 1 J{i_i) >0
N

xy z vy oy

_|_

= " - 2 2 2 2 2 2
(:)0:a-a+b.b+c.c:r_+r_+r_©02r——|—r——|—r—:r2- 14—14—1 ................................ 2p
a b c a b c a b c a b c
<:>1+1+£:0<:>ab+bc+cazo .................................................................................. lp
a b c
Subiectul 4

Fie funcfia f :IR — (0, ), f (x)=log, (6X +1).
a) Aratati ca functia f este inversabila si determinati inversa sa.
b) Rezolvafi in mulfimea numerelor reale ecuatia log, (6’( +1) = log, (7x _1) .

Gazeta Matematica 12/2024 (Supliment)

Solutie:
2) DemonStrarea DIJECTIVILALIL .....cceecveerueererieeiteeiteeiteeestesteeteeteeatesneeebeeseeseteeateesseseesseessbeesbeenbeenbeeseeennes 2p
ffl:(O, oo)—)IR, f’l(x)zlogﬁ(7X —1) .................................................................................................. 1p

b) Fie x numir real astfel incat f(x) = f~1(x). Ecuatia f(x) = f~1(x) implicd, conform domeniului de
definitie al functiei f =1, ci x > 0. Observim ci functiile f si f 1 sunt functii strict crescitoare.

Fie y = f(x). Vom demonstra ci y = x. Sa presupunem ci y < x. Atunci f(x) < x. Cum f~1 este o
functie strict crescatoare, atunci f~1(f(x)) < f~1(x), adicd x < f71(x). Insd f~1(x) = f(x), ceea ce
implica x < f(x), adicd x < y ceea ce este fals. Prin rationament similar, relatia x < y implica y < x, ceea

ce este fals. Prin urmare, unica posibilitate €Ste ¥ = X. .oocioiriii i 2p
Réamane sa rezolvam ecuatia log, (6X +1) = Xx. Aceasta revine la 7 =6*+1, sau LEJ +(lj —=1. Cum
7 7

X X
functia g: (0; +00),g(x) = (g) + G) este strict descrescatoare, deci injectivd, iar g (1) =1, rezultd cd

X =1 este unica solutie a ecuaiel din ENUNL. .........occviverreririseee e nne s 2p



